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1. Introduction
Le texte ci-dessous a e´te´ e´crit a` l’occasion de l’E´cole “Birational geometry
of hypersurfaces”. Il s’agit d’un rapport de synthe`se. Voici quelques points
nouveaux.
Apre`s les articles initiaux de C. Voisin [43] et de Colliot-The´le`ne et Pi-
rutka [19], les divers articles qui ont e´tabli la non rationalite´ stable de divers
types de varie´te´s classiques ont utilise´ la spe´cialisation de Fulton du groupe
de Chow des ze´ro-cycles. Je de´veloppe dans ce texte une remarque de [19] :
on peut remplacer la spe´cialisation du groupe de Chow des ze´ro-cycles par
la spe´cialisation de la R-e´quivalence. On comparera ainsi la proposition 3.27
(due a` Totaro [42]) avec les propositions 3.29 et 3.30 et le the´ore`me 6.8.
La proposition 3.24 (c) est nouvelle. La proposition 5.1 ame´liore un e´nonce´
publie´ dans [11]. La proposition 7.2 est nouvelle.
2. Entre rationalite´ et unirationalite´
Lemme 2.1. — Soit k un corps. Soit X une k-varie´te´ ge´ome´triquement
inte`gre de dimension d. Conside´rons les proprie´te´s suivantes.
(i) La k-varie´te´ X est k-rationnelle, i.e. k-birationnelle a` Pdk.
(ii) La k-varie´te´ X est stablement k-rationnelle, i.e. il existe un entier n ≥ 0
tel que X ×k Pnk est k-birationnelle a` Pn+dk .
(iii) La k-varie´te´ X est facteur direct d’une varie´te´ k-rationnelle, c’est-a`-
dire qu’il existe une k-varie´te´ Y ge´ome´triquement inte`gre telle que X×k Y est
k-birationnelle a` un espace projectif.
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(iv) La k-varie´te´ X est re´tractilement k-rationnelle, c’est-a`-dire qu’il existe
un ouvert de Zariski non vide U ⊂ X, un ouvert de Zariski V ⊂ Pnk , et des
k-morphismes f : U → V et g : V → U dont le compose´ g ◦ f est l’identite´ de
U .
(v) La k-varie´te´ X est k-unirationnelle, c’est-a`-dire qu’il existe m ≥ n et
une k-application rationnelle dominante Pmk vers X.
On a : (i) implique (ii) qui implique (iii), et (iv) implique (v). Si k est
infini, (iii) implique (iv).
On sait que (ii) n’implique pas (i), meˆme sur k = C (Beauville, CT, Sansuc,
Swinnerton-Dyer [5]). Sur un corps k non alge´briquement clos convenable, on
sait montrer que (iii) n’implique pas (ii). On ne sait pas ce qu’il en est sur
k = C. On ne sait pas si une varie´te´ re´tractilement rationnelle est facteur direct
d’une varie´te´ rationnelle, meˆme sur le corps des complexes. Pour p un nombre
premier, et PGLp ⊂ GLN un plongement de groupes, Saltman a montre´ que
le quotient GLN/PGLp est re´tractilement rationnel. On ne sait pas si cette
varie´te´ est facteur direct d’une varie´te´ rationnelle. Pour H ⊂ G des groupes
re´ductifs connexes sur C, on ne sait pas si G/H est re´tractilement rationnel.
Exercice : Si k est infini, l’hypothe`se de (v) implique la meˆme hypothe`se
avec m = n.
Remarque 2.2. — Sur un corps k alge´briquement clos de caracte´ristique
quelconque, une k-varie´te´ projective et lisse X re´tractilement rationnelle est
clairement rationnellement connexe par chaˆınes. En caracte´ristique ze´ro, elle
est donc se´parablement rationnellement connexe, i.e. il existe un k-morphisme
f : P1 → X tel que f∗TX soit un fibre´ vectoriel ample.
3. Invariants birationnels stables
3.1. R-e´quivalence. —
De´finition 3.1. — (Manin [31]) Soient k un corps et X une k-varie´te´. On
dit que deux k-points A,B ∈ X(k) sont e´le´mentairement R-lie´s s’il existe
un ouvert U ⊂ P1k et un k-morphisme h : U → X tel que A,B soient dans
h(U(k)). On dit que deux points A,B ∈ X(k) sont R-e´quivalents s’il existe une
chaˆıne A = A1, A2, . . . , An = B de k-points avec Ai et Ai+1 e´le´mentairement
R-lie´s. On note X(k)/R le quotient de X(k) par cette relation d’e´quivalence.
Si X est propre sur k, dans la de´finition ci-dessus, on peut prendre simple-
ment U = P1k.
Si f : X → Y est un k-morphisme, on a une application induite X(k)/R→
Y (k)/R.
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Si X est un ouvert d’un espace projectif Pnk , comme par deux k-points il
passe une droite P1k, deux k-points quelconques de X sont e´le´mentairement
R-lie´s, et X(k)/R a au plus un e´le´ment.
De´finition 3.2. — Soient k un corps et X une k-varie´te´ inte`gre.
(i) On dit que X est R-triviale si, pour tout corps F contenant k, le quotient
X(F )/R est d’ordre 1.
(ii) On dit que X est presque R-triviale s’il existe un ouvert de Zariski dense
U ⊂ X tel que, pour tout corps F contenant k, l’image de U(F ) dans X(F )/R
est d’ordre 1.
Proposition 3.3. — Soient k un corps et X une k-varie´te´ inte`gre, de corps
des fonctions F = k(X) et de point ge´ne´rique η. Si X est presque R-triviale,
alors il existe un k-point m ∈ X(k) tel que sur XF , le point ge´ne´rique η ∈
X(F ) et le point mF ∈ X(F ) soient e´le´mentairement lie´s. 
Remarque 3.4. — Dans la suite de ce texte on sera inte´resse´ a` la notion de
presque R-trivialite´ dans une situation ou` U est lisse connexe mais ou` X n’est
pas ne´cessairement lisse. On prendra garde qu’en l’absence de lissite´ de X la
condition de presque R-trivialite´ n’est a priori pas tre`s forte. Soit Y ⊂ Pnk
une k-varie´te´ quelconque et X ⊂ Pn+1k le coˆne sur Y . Alors X(k)/R = 1
car tout k-point de X est e´le´mentairement R-lie´ au sommet O ∈ X(k) du
coˆne. Soit U ⊂ X le comple´mentaire du sommet du coˆne. Si par exemple
k = C, Y ⊂ P2C est une courbe elliptique E, alors U(C)/R est en bijection
avec E(C)/R = E(C), mais l’application U(C) → X(C)/R a pour image un
point. Les C-varie´te´s U et X ne sont pas re´tractilement rationnelles.
De´finition 3.5. — Soient k un corps et f : X → Y un k-morphisme. On
dit que f est R-trivial si pour tout corps F contenant k, l’application induite
XF (F )/R→ YF (F )/R est une bijection.
Un exemple est fourni par l’e´clatement X → Y d’une sous-k-varie´te´ ferme´e
lisse dans une k-varie´te´ lisse Y .
On a l’e´nonce´ simple mais efficace suivant.
Proposition 3.6. — Soit k un corps infini. Soit X une k-varie´te´ inte`gre. Si
X est re´tractilement rationnelle, alors il existe un ouvert non vide U ⊂ X tel
que, pour tout corps F contenant k, tout couple de points A,B ∈ U(F ) est
e´le´mentairement R-lie´ dans U(F ), et a fortiori dans X(F ). En particulier X
est presque R-triviale.✷
The´ore`me 3.7. — Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soient Y et X
deux k-varie´te´s projectives et lisses ge´ome´triquement inte`gres. S’il existe un
ouvert Y ′ ⊂ Y , un k-morphisme dominant Y ′ → X et une k-section ration-
nelle de Y ′ → X, alors il existe une application surjective Y (k)/R→ X(k)/R.
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En particulier, si X est re´tractilement rationnelle, par exemple si X est sta-
blement k-rationnelle, alors X est R-triviale.
De´monstration. — On commence par e´tablir que si Y → X est l’e´clate´ d’une
sous-k-varie´te´ lisse Z dans une une k-varie´te´ projective et lisse X, l’application
induite Y (k)/R→ X(k)/R est une bijection.
Soit Y... → X une k-application rationnelle dominante posse´dant une sec-
tion rationnelle. D’apre`s Hironaka, par e´clatements successifs au-dessus de Y le
long de sous-k-varie´te´s ferme´es lisses, on peut obtenir un k-morphismeW → X
qui couvre l’application rationnelle Y... → X, et tel que l’application induite
W (k)/R → Y (k)/R soit une bijection. Le k-morphisme W → X admet une
section k-rationnelle. Appliquant le the´ore`me de Hironaka a` cette section, par
e´clatements successifs au-dessus de X le long de sous-k-varie´te´s ferme´es lisses,
on obtient une k-varie´te´ Z muni d’une application k-birationnelle f : Z → X
et d’un k-morphisme Z →W tel que le compose´ Z →W → X soit f . L’appli-
cation compose´e induite Z(k)/R → W (k)/R → X(k)/R est surjective, donc
aussi W (k)/R → X(k)/R, et l’application W (k)/R → Y (k)/R est une bijec-
tion. 
Kahn et Sujatha [29] ont e´tabli des extensions du the´ore`me ci-dessus au-
dessus d’un corps de caracte´ristique quelconque.
Remarque 3.8. — C’est une question ouverte si une k-varie´te´ projective,
lisse, connexe, R-triviale est re´tractilement rationnelle, et meˆme si elle est
facteur direct d’une k-varie´te´ k-rationnelle.
Le cas particulier suivant est de´ja` tre`s inte´ressant. Soit G un k-groupe
alge´brique (line´aire) re´ductif connexe. L’ensemble G(k)/R est alors naturelle-
ment muni d’une structure de groupe. Si k est alge´briquement clos, G est une
varie´te´ rationnelle. Sur un corps k quelconque, un k-groupe alge´brique re´ductif
connexe G est k-unirationnel.
Pour un tel k-groupe G, les questions suivantes sont ouvertes. Sous des
hypothe`ses particulie`res sur k ou sur G, elles ont fait l’objet de nombreux
travaux [24].
(a) Le groupe G(k)/R est-il commutatif ?
(b) Si G est R-trivial, G est-il re´tractilement rationnel ?
(c) Si k est un corps de type fini sur le corps premier, le groupe G(k)/R
est-il fini ?
Remarque 3.9. — Une k-varie´te´ X propre, lisse, connexe, presque R-
triviale est ge´ome´triquement rationnellement connexe par arcs (au sens de
Kolla´r, Miyaoka, Mori [27]). Si k est de caracte´ristique ze´ro, elle est donc
ge´ome´triquement se´parablement rationnellement connexe : apre`s extension
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du corps de base, il existe un morphisme f : P1 → X tel que f∗TX soit un
fibre´ vectoriel ample. De´terminer ce qu’il en est en caracte´ristique positive.
3.2. Groupe de Chow des ze´ro-cycles. — Soit X une k-varie´te´
alge´brique. On note Z0(X) le groupe abe´lien libre sur les points ferme´s
de X. On a l’application degre´ degk : Z0(X) → Z envoyant
∑
i niPi sur∑
i ni[k(Pi) : k]. Pour tout k-morphisme f : Y → X de k-varie´te´s, on dispose
d’une application induite f∗ : Z0(X) → Z0(Y ) qui est additive et envoie le
point ferme´ P ∈ X d’image le point ferme´ Q de Y sur [k(P ) : k(Q)]Q. Cette
application pre´serve le degre´.
Si C → X est un k-morphisme propre d’une k-courbe normale inte`gre C
et g ∈ k(C)∗ une fonction rationnelle sur C, on leur associe le ze´ro-cycle
f∗(divC(g)). On de´finit CH0(X) comme le quotient de Z0(X) par le sous-
groupe engendre´ par tous les f∗(divC(g)) pour C, g, f comme ci-dessus.
Si la k-varie´te´ X est propre, le degre´ degk : Z0(X) → Z, induit un ho-
momorphisme degk : CH0(X) → Z, car le degre´ du diviseur des ze´ros d’une
fonction rationnelle sur une courbe propre est ze´ro.
Plus ge´ne´ralement, pour h : Y → X un k-morphisme propre, l’application
f∗ : Z0(X)→ Z0(Y ) induit une application f∗ : CH0(Y )→ CH0(X).
De´finition 3.10. — Soit X une k-varie´te´ propre. On dit que X est (univer-
sellement) CH0-triviale si pour tout corps F contenant k, le degre´
degF : CH0(XF )→ Z
est un isomorphisme.
Proposition 3.11. — (Merkurjev) [34, Thm. 2.11] Soit X une k-varie´te´
propre, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) La k-varie´te´ X est CH0-triviale.
(ii) X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1 et, pour F = k(X) le corps des
fonctions de X, l’application degF : CH0(XF )→ Z est un isomorphisme.
(iii) La classe du point ge´ne´rique de X dans CH0(Xk(X)) est dans l’image
de l’application image re´ciproque CH0(X)→ CH0(Xk(X)).
De´finition 3.12. — Soit f : Y → X un k-morphisme propre de k-varie´te´s.
On dit que f est un CH0-isomorphisme (universel) si pour tout corps F conte-
nant k, l’application induite
fF,∗ : CH0(YF )→ CH0(XF )
est un isomorphisme.
Lemme 3.13. — [25, Cor. 6.7] Soit X une varie´te´ quasi-projective re´gulie`re
connexe sur un corps k. E´tant donne´ un ze´ro-cycle z sur X et un ouvert de
6 J.-L. COLLIOT-THE´LE`NE
Zariski non vide U ⊂ X, il existe un ze´ro-cycle z′ sur X dont le support est
dans U et qui est rationnellement e´quivalent a` z sur X.
Lemme 3.14. — Soient k un corps et X une k-varie´te´ projective, lisse,
ge´ome´triquement inte`gre. Si X est presque R-triviale, alors X est CH0-
triviale. ✷
De´monstration. — Ceci re´sulte du lemme 3.13 (voir la de´monstration de [19,
Lemme 1.5]). 
Proposition 3.15. — [19, Lemme 1.5] Soit k un corps. Soit X une k-varie´te´
projective et lisse ge´ome´triquement inte`gre. Si X est re´tractilement rationnelle,
alors X est CH0-triviale.
De´monstration. — Pour k un corps infini, ceci re´sulte imme´diatement de la
proposition 3.6 et du lemme 3.14. Le cas d’un corps fini s’e´tablit par un argu-
ment de normes. 
Remarque 3.16. — On prendra garde qu’il existe des surfaces connexes pro-
jectives et lisses sur C qui sont CH0-triviales mais sont de type ge´ne´ral, et
donc ne sont pas rationnellement connexes, et donc pas R-triviales (Voisin ;
[4, Prop. 1.9]). De telles surfaces satisfont H0(X,Ωi) = 0 pour i = 1, 2 (Prop.
3.27 ci-dessous) mais ne satisfont pas H0(X, (Ω2)⊗2) = 0.
3.3. Action du groupe de Galois sur le groupe de Picard. — Soit
X une varie´te´ projective lisse, connexe, ge´ome´triquement rationnellement
connexe sur un corps k. Si k est alge´briquement clos de car. ze´ro, tout
reveˆtement fini galoisien e´tale connexe est trivial (Kolla´r, Miyaoka, Mori). L
groupe Pic(X) = H1Zar(X,Gm) = H
1
e´t(X,Gm) est un groupe abe´lien libre de
type fini. Il n’y a pas la` d’invariant qui de´tecterait la non rationalite´. Si k
n’est pas alge´briquement clos, la situation change.
Les invariants suivants ont tout d’abord e´te´ e´tudie´s par Shafarevich, Manin
[31], Iskovskikh, Voskresenski˘ı.
The´ore`me 3.17. — Soient k un corps, ks une cloˆture se´parable, et g =
Gal(ks/k). On note Xs = X ×k ks. Soient X et Y deux k-varie´te´s propres,
lisses, ge´ome´triquement inte`gres.
(a) Si X est k-birationnelle a` Y , alors il existe des g-modules de permutation
de type fini P1 et P2 et un isomorphisme de modules galoisiens
Pic(Xs)⊕ P1 ≃ Pic(Y s)⊕ P2,
et l’on a H1(k,Pic(Xs)) ≃ H1(k,Pic(Y s)).
(b) Supposons car(k) = 0. Si X est CH0-triviale, alors le module galoisien
Pic(Xs) est un facteur direct d’un g-module de permutation de type fini, et,
pour tout corps F contenant k, on a H1(F,Pic(X ×F F s)) = 0.
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(c) Supposons car(k) = 0. Si X est re´tractilement rationnelle, alors le mo-
dule galoisien Pic(Xs) est un facteur direct d’un g-module de permutation de
type fini, et, pour tout corps F contenant k, on a H1(F,Pic(X ×F F s)) = 0.
De´monstration. — Pour l’e´le´gante de´monstration de (a) due a` L. Moret-
Bailly, voir [21, Prop. 2A1, p. 461]. Pour (b), voir CT, Appendice a` un article
de S. Gille (J. Algebra 440 (2015) 443–463). On en de´duit alors (c). 
Remarque 3.18. — Pour toute k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe X avec un k-point, notant Xs = X ×k ks, on a une suite exacte
0→ Br(k)→ Ker[Br(X)→ Br(Xs)]→ H1(k,Pic(Xs))→ 0.
On voit donc que l’invariant “module galoisien Pic(Xs) a` addition pre`s
de module de permutation” raffine le sous-groupe “alge´brique” Ker[Br(X)→
Br(Xs)] du groupe de Brauer de X.
Voici un exemple d’application.
Proposition 3.19. — Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 3.
Soient a, b, c, d ∈ k∗. Si aucun des quotients ab/cd n’est un cube dans k∗, alors
la k-surface cubique X ⊂ P3k d’e´quation
ax3 + by3 + cz3 + dt3 = 0
n’est pas stablement k-rationnelle, et si de plus k est de caracte´ristique z´e´ro,
elle n’est pas re´tractilement rationnelle.
Le cas a = b = c = 1 est traite´ dans le livre de Manin [31] et dans [21]. Le
cas ge´ne´ral est fait dans un article de CT-Kanevsky-Sansuc.
On a une re´ciproque : si ab/cd est un cube, et X posse`de un k-point, alors
X est k-birationnelle a` P2k.
Comme on verra plus bas, l’invariant discute´ ici est tre`s inte´ressant pour
certaines classes de varie´te´s ge´ome´triquement rationnelles, par exemple les
surfaces. Mais si X est une hypersurface lisse de degre´ d ≤ n dans Pnk avec
n ≥ 4, alors Z = Pic(Pnks)
≃→ Pic(Xs) et ceci ne donne aucune information
sur l’e´ventuelle non k-rationalite´ de X.
3.4. Cohomologie non ramifie´e. — Re´fe´rences : [17], [9], [37]
Soit A un anneau de valuation discre`te, K son corps des fractions, κA son
corps re´siduel. Soit n > 1 un entier inversible dans κA. Pour tous entiers j ∈ Z
et i ≥ 1, on de´finit d’une application re´sidu entre groupes de cohomologie
galoisienne
∂A : H
i(K,µ⊗jn )→ H i−1(κA, µ⊗j−1n ).
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Pour k un corps, X une k-varie´te´ lisse connexe de corps des fonctions k(X) et
n > 0 entier premier a` la caracte´ristique de k, on de´finit
H inr(X/k, µ
⊗j
n ) = ∩x∈X(1) [Ker∂x : H i(k(X), µ⊗jn )→ H i−1(k(x), µ⊗j−1n )].
Ici x parcourt les points de codimension 1 de X et k(x) est le corps re´siduel
en x.
Soit HiX(µ⊗jn ) le faisceau Zariski sur X associe´ au pre´faisceau U 7→
H i(U, µ⊗jn ).
La conjecture de Gersten pour la cohomologie e´tale (the´ore`me de Bloch-
Ogus–Gabber, voir [16]) implique :
• Le faisceau Zariski HiX(µ⊗jn ) est un sous-faisceau du faisceau constant
de´fini par H i(k(X), µ⊗jn ). C’est un foncteur contravariant sur la cate´gorie des
k-varie´te´s propres, lisses, connexes.
• On a H0(X,HiX(µ⊗jn )) = H inr(X/k, µ⊗jn ).
• Si X est propre, lisse, connexe, le groupe H inr(X/k, µ⊗jn ) co¨ıncide avec
H0(X,HiX (µ⊗jn )) ⊂ H inr(X/k, µ⊗jn ).
• Si X est propre, lisse, connexe, ce groupe co¨ıncide avec
∩A[Ker∂A : H i(k(X), µ⊗jn )→ H i−1(κA), µ⊗j−1n )],
ou` A parcourt tous les anneaux de valuation discre`te contenant k et de corps
des fractions k(X).
• Pour tout entier m ≥ 1, on a
H i(k, µ⊗jn )
≃→ H inr(k(Pmk )/k, µ⊗jn ).
On a les proprie´te´s suivantes :
H1nr(k(X)/k,Z/n) = H
1
e´t(X,Z/n).
H2nr(k(X)/k, µn) = Br(X][n],
ou` Br(X)[n] est le sous-groupe de n-torsion du groupe de Brauer Br(X) =
H2e´t(X,Gm) de la k-varie´te´ X.
Le groupe Br(X) est un invariant k-birationnel stable des k-varie´te´s propres
et lisses (Grothendieck, Hoobler, Gabber, Cˇesnavicˇius).
Les groupes H inr(X/k, µ
⊗j
n ) sont fonctoriels contravariants pour les k-
morphismes quelconques de k-varie´te´s propres, lisses, connexes. Ceci re´sulte
de la formule
H inr(X/k, µ
⊗j
n ) = H
0(X,HiX(µ⊗jn )).
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En particulier pour toute k-varie´te´ X propre, lisse, ge´ome´triquement
connexe, pour tout corps F contenant k on dispose d’accouplements
X(F ) ×H inr(XF /F, µ⊗jn )→ H i(F, µ⊗jn )
qui passent au quotient par la R-e´quivalence :
XF (F )/R×H inr(XF /F, µ⊗jn )→ H i(F, µ⊗jn ).
De fac¸on plus de´licate, pour toute k-varie´te´ projective, lisse, connexe X, on
dispose d’accouplements
CH0(XF )×H inr(XF /F, µ⊗jn )→ H i(F, µ⊗jn ).
Pour une de´monstration de´taille´e dans le cas du groupe de Brauer, voir [2].
La proposition 3.6 donne alors :
Proposition 3.20. — Soit X une k-varie´te´ propre lisse ge´ome´triquement
connexe. Si X est presque R-triviale, pour tous i, j, et tout corps F conte-
nant k, on a
H i(F, µ⊗jn )
≃→ H inr(XF /F, µ⊗jn )
et Br(F ) = Br(XF ).
De´monstration. — Pour le voir, il suffit de monter sur le corps K = k(X)
est d’utiliser le fait que le point ge´ne´rique est R-e´quivalent a` un point de
X(k) ⊂ X(k(X)). 
Corollaire 3.21. — Soit X une k-varie´te´ projective lisse ge´ome´triquement
connexe. Si X est re´tractilement rationnelle, alors, pour tous i, j, et tout corps
F contenant k, on a
H i(F, µ⊗jn )
≃→ H inr(XF /F, µ⊗jn )
et Br(F ) = Br(XF ).
Ceci re´sulte de l’e´nonce´ pre´ce´dent, sauf dans le cas d’un corps k fini. Dans
ce cas on monte sur des extensions finies de k suffisamment grosses et on utilise
un argument de norme.
Proposition 3.22. — Si une k-varie´te´ projective et lisse ge´ome´triquement
connexe X est CH0-triviale, alors, pour tous i, j, alors, pour tous i, j, et tout
corps F contenant k, on a
H i(F, µ⊗jn )
≃→ H inr(XF /F, µ⊗jn )
et Br(F ) = Br(XF ).
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Cet e´nonce´ implique le pre´ce´dent, mais sa de´monstration est un peu plus
e´labore´e, car elle passe par l’accouplement avec le groupe de Chow.
On a des e´nonce´s analogues aux pre´ce´dents en remplac¸ant les H•(F, µ⊗•n )
des corps F par les modules de cycles de Rost, par exemples par les groupes
KMi (F ) (i ∈ N) de K-the´orie de Milnor des corps. Voir a` ce sujet l’article de
Merkurjev [34], qui montre que a trivialite´ universelle de tous les invariants
non ramifie´s de tous les modules de cycles de Rost pour une k-varie´te´ projective
lisse connexe donne´eX est e´quivalente au fait que cette varie´te´ est CH0-triviale
[34, Thm. 2.11].
Remarque 3.23. — Soit k un corps alge´briquement clos et ℓ un premier
diffe´rent de la caracte´ristique de k. Soit X une k-varie´te´ projective, lisse,
connexe, de dimension d. Sous l’une des hypothe`ses ci-dessus, on conclut
H1e´t(X,µℓn) = 0 pour tout entier n > 0. On a donc H
1
e´t(X,Zℓ(1)) = 0. La suite
de Kummer en cohomologie e´tale (ou` Gm → Gm est donne´ par x 7→ xn) :
1→ µℓn → Gm → Gm → 1
donne d’abord que Pic(X) est sans torsion, donc e´gal au groupe de Ne´ron-
Severi NS(X), qui est donc lui-meˆme sans torsion. Elle donne ensuite des
suites exactes courtes compatibles (en n) :
0→ Pic(X)/ℓn → H2e´t(X,µℓn)→ Br(X)[ℓn]→ 0.
En passant a` la limite on obtient une suite exacte
0→ NS(X)⊗ Zℓ → H2e´t(X,Zℓ(1))→ Tℓ(Br(X))→ 0.
Un module de Tate Tℓ(A) = limprojnA[ℓ
n] est toujours sans torsion. Ainsi
H2e´t(X,Zℓ(1)) est sans torsion. Si k = C, les the´ore`mes de comparaison donnent
alors H1Betti(X,Z) = 0 et H
2
Betti(X,Z)tors = 0. On va voir ci-dessous que l’on
a aussi H3Betti(X,Z)tors = 0. Par diverses dualite´s de Poincare´, ces re´sultats
impliquent H2d−1Betti(X,Z) = 0. En utilisant la de´composition de la diagonale,
un argument de correspondance et des de´singularisations, C. Voisin e´tablit ces
re´sultats. Elle e´tablit aussi H2n−2Betti (X,Z)tors = 0.
3.5. Calcul du groupe de Brauer. —
Proposition 3.24. — Soit k un corps alge´briquement clos de car. ze´ro, et
soit X une k-varie´te´ projective et lisse rationnellement connexe.
(a) Si k = C, alors Br(X)
≃→ H3Betti(X(C),Z)tors.
(b) En ge´ne´ral, Br(X) est un groupe fini isomorphe a` ⊕ℓH3e´t(X,Zℓ(1)).
(c) Si F est un corps qui contient k, l’application naturelle Br(X) →
Br(XF )/Br(F ) est un isomorphisme.
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De´monstration. — En utilisant la suite de Kummer
1→ µℓn → Gm → Gm → 1
en cohomologie e´tale, Grothendieck [28] a montre´ que pour toute k-varie´te´
projective lisse connexe, le groupe de Brauer de X est une extension du groupe
fini⊕ℓH3e´t(X,Zℓ(1)) par un groupe divisible. SiX est rationnellement connexe,
on montre qu’il existe un entier N > 0 qui annule A0(XF ) pour tout corps F
contenant k. Ceci implique que le groupe divisible est annule´ par N , donc est
nul. Ceci e´tablit (a) et (b). Pour (c), conside´rons les inclusions k ⊂ F ⊂ F .
On a les applications naturelles
Br(X)→ Br(XF )→ Br(XF ).
Fixons un k-point P de X(k), et conside´rons les sous-groupes de ces divers
groupes forme´s des e´le´ments nuls en P . On a alors les applications
BrP (X)→ BrP (XF )→ BrP (XF ).
D’apre`s (b), la compose´e est un isomorphisme. Comme on a Pic(X) =
Pic(XF ) = Pic(XF ), la proposition 3.17 donne
Br(F ) = Ker[Br(XF )→ Br(XF )]
et donc BrP (XF ) →֒ BrP (XF ). On a donc BrP (X) = BrP (XF ). 
Soit maintenant k de caracte´ristique ze´ro quelconque.
Pour X une k-varie´te´ projective et lisse ge´ome´triquement connexe, avec
X(k) 6= ∅, au paragraphe 3.3 on a vu comment calculer
Ker[Br(X)→ Br(X ×k k)Gal(k/k)].
La question du calcul du groupe des invariants Br(X ×k k)g est de´licate, c’est
un proble`me “arithme´tique”, nous n’en parlerons pas ici.
Pour X une C-varie´te´ projective, lisse, rationnellement connexe, la formule
Br(X)
≃→ H3Betti(X(C),Z)tors donne´e ci-dessus est the´oriquement satisfaisante.
Mais en pratique, quand on se donne une varie´te´ concre`te, elle a tendance a`
eˆtre singulie`re. ll faudrait la de´singulariser, ce qui en grande dimension est
difficile, en outre il faut ensuite calculer sur un mode`le projectif et lisse le
groupe H3Betti(X(C),Z)tors. C’est ce qu’avaient fait Artin et Mumford [1] pour
une varie´te´ de dimension 3 fibre´e en coniques sur le plan projectif complexe.
Dans [17], on a donne´ une autre fac¸on d’e´tablir Brnr(C(X)/C) 6= 0 pour
des fibrations en coniques X sur le plan complexe.
Soit k un corps, ks une cloˆture se´parable et X une k-varie´te´ projective et
lisse ge´ome´triquement connexe. Si l’on omet l’hypothe`se X(k) 6= ∅, on a une
suite exacte
0→ Pic(X)→ Pic(Xs)g → Br(k)→ Ker[Br(X)→ Br(Xs)]→ H1(k,Pic(Xs)).
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Si X est une conique lisse C sans k-point, de corps des fonctions k(C), on
trouve une suite exacte
0→ Z/2→ Br(k)→ Br(C)→ 0.
Si car(k) 6= 2 et C est donne´e par l’e´quation homoge`ne x2 − ay2 − bz2 = 0, le
noyau de Br(k) → Br(C) – qui est aussi le noyau de Br(k) → Br(k(C)) car
Br(C) s’injecte dans Br(k(C)) puisque C est lisse – est donne´ par la classe de
l’alge`bre de quaternions (a, b). Ce re´sultat remonte a` Witt, et fut e´tendu aux
varie´te´s de Severi-Brauer par F. Chaˆtelet.
Le point de vue “birationnel” adopte´ par Ojanguren et moi dans [17] est
le suivant. On a une varie´te´ projective et lisse (non explicite) X sur C munie
d’une fibration p : X → S = P2C dont la fibre ge´ne´rique est une conique
C/C(S) sans point rationnel (i.e. la fibration n’a pas de section rationnelle).
La fibration de´ge´ne`re le long d’une union finie de courbes inte`gres Di ⊂ S.
On dispose de la classe α ∈ Br(C(S)) de la conique ge´ne´rique, d’ordre 2, non
nulle, et qui forme exactement le noyau de l’application
Br(C(S))→ Br(C(X)).
Comme S = P2C, on a Br(S) = 0, et l’application re´sidu en tous les points de
codimension 1 de S donne une injection
δ : Br(C(S)) →֒ ⊕x∈S(1)H1(C(x),Q/Z).
La classe α a un nombre fini de re´sidus non triviaux, correspondant aux points
ou` la fibration de´ge´ne`re. Sous des hypothe`ses sur la de´ge´ne´rescence, on exhibe
une autre classe β ∈ Br(C(S)) dont le re´sidu total δ(β) est non nul et forme´
d’un sous-ensemble propre des δx(α). Si le diviseur de de´ge´ne´rescence est une
union de courbes lisses dont la re´union est un diviseur a` croisements normaux,
par comparaison avec les re´sidus aux points de codimension 1 de X,t ceci
assure que β devient non ramife´ dans Br(C(X)) (sans calcul explicite d’un
mode`le projectif et lisse de X), et par ailleurs, que β n’est pas dans le noyau
Z/2 = Ker[Br(C(S) → Br(C(X))]. Ainsi Brnr(C(X)) 6= 0, et la C varie´te´ X
n’est pas re´tractilement rationnelle, ni meˆme CH0-triviale.
3.6. Calcul de la cohomologie non ramifie´e de degre´ supe´rieur. —
Pour X une varie´te´ projective lisse rationnellement connexe sur C, on ne dis-
pose pas pour les invariants cohomologiques supe´rieurs H inr(C(X)/C,Q/Z),
i ≥ 3, d’un analogue des diffe´rents e´nonce´s de la proposition 3.24. De fait il
est peu probable que ces invariants soient constants dans une famille projective
et lisse de telles varie´te´s (voir [22] pour une discussion).
Pour X comme ci-dessus, on a un certain nombre de re´sultats inte´ressants
en degre´ i = 3, et quelque re´sultats en degre´ i > 3. Je renvoie ici le lecteur
aux travaux [22], [43] et [10]. Dans [22], avec C. Voisin, on e´tablit un lien
NON RATIONALITE´ STABLE 13
entre H3nr(C(X)/C,Q/Z) et la conjecture de Hodge entie`re pour les cycles de
codimension 2.
Le cas des hypersurfaces cubiques dans PnC, n ≥ 4, a e´te´ particulie`rement
e´tudie´, en particulier par C. Voisin [43], voir aussi [10]. Pour de telles hyper-
surfaces, on a H3nr(C(X)/C,Q/Z) = 0. Pour F un corps contenant C, on sait
que l’application
H3(F,Q/Z)→ H3nr(F (X)/F,Q/Z)
est un isomorphisme pour n ≥ 5. Pour n = 4, la question est ouverte.
Le point de vue birationnel adopte´ dans [17] pour revisiter l’exemple d’Artin
et Mumford repose sur le fait que sur un corps k de car. diffe´rente de 2, et
pour une conique C sur k d’e´quation homoge`ne x2 − ay2 − bz2 = 0, avec
a, b ∈ k∗, le noyau de l’application H2(k,Z/2) → H2(k(C),Z/2) est d’ordre
au plus 2, engendre´ par la classe de l’alge`bre de quaternions (a, b), qui est aussi
la classe du cup produit de la classe a ∈ k∗/k∗2 = H1(k,Z/2) et de la classe
b ∈ k∗/k∗2 = H1(k,Z/2).
Sur un corps k de car. diffe´rente de 2, pour tout entier n ≥ 1, et pour
a1, . . . , an ∈ k∗, la n-forme de Pfister << a1, . . . , an >> est la forme quadra-
tique en 2n variables de´finie par < 1,−a1 > ⊗ · · · ⊗ < 1,−an >. De telles
formes ont la proprie´te´ qu’elles sont hyperboliques de`s qu’elles sont isotropes.
On appelle voisine de Pfister d’une n-forme de Pfister ψ une sous-forme φ de ψ
de rang strictement plus grand que 2n. Les quadriques de´finies par une forme
de Pfister et par un voisine de cette forme sont stablement k-birationnellement
e´quivalentes. C’est ainsi le cas de la conique d’e´quation x2 − ay2 − bz2 = 0 et
de la quadrique de P3k d’e´quation x
2 − ay2 − bz2 + abt2 = 0.
Une ge´ne´ralisation de la proprie´te´ remarquable des coniques de´crites ci-
dessus est le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.25. — Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2. Soit
<< a1, . . . , an >> une n-forme de Pfister. Soit Q ⊂ P2n−1 la quadrique lisse
qu’elle de´finit. Le noyau de l’application naturelle de groupes de cohomologie
galoisienne
Hn(k,Z/2)→ Hn(k(Q),Z/2)
est engendre´ par le cup-produit (a1)∪ . . . (an), et il est non nul si et seulement
si la forme de Pfister est anisotrope, i.e. la quadrique Q n’a pas de k-point.
Ce the´ore`me fut e´tabli pour n = 3 en 1974 par Arason, avant les re´sultats
spectaculaires de Merkur’ev et Sousline. Il avait e´te´ pre´ce´de´ par un re´sultat
analogue d’Arason et Pfister pour les groupes de Witt, qu’on pourrait aussi
utliser. Il fut e´tabli pour n = 4 par Jacob et Rost en 1989, et obtenu pour
tout n par Orlov, Vishik et Voevodsky [35] en 2007 comme conse´quence des
travaux de Voevodsky sur la conjecture de Milnor.
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Une fois le point de vue birationnel adopte´ dans [17], il est devenu clair
comment e´tendre les re´sultats de non rationalite´ en dimension supe´rieure.
Dans [17], avec Ojanguren, nous construisons des varie´te´s a priori singulie`res Y
munies d’une fibration sur P3C dont la fibre ge´ne´rique est de´finie par une voisine
d’une 3-forme de Pfister anisotrope<< a1, a2, b3c3 >> sur le corps C(P
3), telle
que la classe β = (a1, a2, b3) ∈ H3(C(P3),Z/2) soit non nulle, car ramifie´e sur
P3C, diffe´rente de α = (a1, a2, a3) ∈ H3(C(P3),Z/2), car les ramifications
sur P3C diffe`rent, et dont l’image βC(X) est dans H
3
nr(C(X)/C,Z/2) car la
ramification de β est “mange´e” par celle de α. Comme on a
β /∈ {0, α} ⊂ H3(C(P3),Z/2),
le the´ore`me 3.25, dans le cas n = 3 (Arason) assure alors βC(X) 6= 0.
Pour accomplir le programme, il faut trouver les e´le´ments a1, a2, b3, c3 ∈
C(P3). On les obtient dans [17] comme des produits d’un nombre assez grand
de formes line´aires.
Dans [40], Schreieder a re´ussi a` faire des constructions analogues sur PnC
pour tout n (les ai, bj, cj faisant ici intervenir des formes de degre´ 2 sur P
n). Le
the´ore`me 3.25 donne alors des varie´te´s X munies d’une fibration sur PnC dont
la fibre ge´ne´rique est une (voisine d’une) n-quadrique de Pfister et qui satisfont
Hnnr(C(X),Z/2) 6= 0, et qui donc ne sont pas re´tractilement rationnelles.
On trouve d’autres utilisations de ces ide´es dans des travaux d’E. Peyre et
de A. Asok.
Remarque 3.26. — Soit k un corps. Soit Q ⊂ Pnk , n ≥ 2 une quadrique
lisse. L’application Br(k)→ Br(Q) = Brnr(k(Q)/k) est surjective. Pour i ≥ 3,
et car(k) 6= 2, le conoyau de
H i(k,Q2/Z2(i− 1))→ H inr(k(Q)/k,Q2/Z2(i− 1))
a e´te´ e´tudie´ par Kahn, Rost, Sujatha. Pour i = 3, ils ont montre´ que l’appli-
cation est surjective, sauf peut-eˆtre si Q est de´finie par une forme d’Albert
< −a,−b, ab, c, d,−cd >.
3.7. Diffe´rentielles. — L’e´nonce´ suivant est e´tabli par Totaro dans [42].
Proposition 3.27. — Soit X une k-varie´te´ projective et lisse connexe sur un
corps k. Si X est CH0-triviale, alors H
0(X,Ωi) = 0 pour tout entier i > 0.
Remarque 3.28. — La de´monstration utilise des applications cycles a` va-
leurs dans diverses the´ories cohomologiques, et des arguments de correspon-
dances. SiX projective et lisse est presque R-triviale, alors elle est CH0-triviale
(Lemme 3.14), et donc H0(X,Ωi) = 0 pour tout i > 0.
Proposition 3.29. — Soit k un corps. Soit F un foncteur contravariant de
la cate´gorie des k-sche´mas vers la cate´gorie des ensembles. Supposons que pour
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toute k-varie´te´ lisse inte`gre U la fle`che F (U)→ F (P1U ) induite par la projec-
tion P1U → U soit un isomorphisme. Soit X une k-varie´te´ propre, inte`gre,
ge´ne´riquement lisse. Si X est presque R-triviale, alors il existe un ouvert lisse
non vide U ⊂ X tel que
Im(F (X)→ F (U)) = Im(F (k)→ F (U)),
la fle`che F (k)→ F (U) e´tant donne´e par la projection U → Spec (k).
De´monstration. — Soit U ⊂ X un ouvert, et soit g : P 1 ×k U → X un k-
morphisme. Soient f1, f2 deux sections de la projection p : P
1×kU → U . Alors
les applications F (X)→ F (U) de´finies par (g ◦ f1)∗ et (g ◦ f2)∗ co¨ıncident. En
effet pour tout α ∈ F (X), on a g∗(α) = p∗(β), et donc f∗i ◦g∗(α) = f∗i ◦p∗(β) =
β pour i = 1, 2.
Soit F = k(X) le corps des fonctions de X, soit η ∈ X le point ge´ne´rique.
Il existe n ∈ X(k) tel que sur XF , les points η ∈ XF (F ) et nF ∈ XF (F )
sont R-e´quivalents. Comme X est propre sur k, ceci implique qu’il existe un
ouvert non vide U ⊂ X et une famille finie de k-morphismes fi : P1×U → X,
i = 0, . . . , s, tels que f0(0, u) = u, que fs(1, u) = n, et que fi(1, u) = fi+1(0, u)
pour 0 ≤ i < s. L’e´nonce´ re´sulte alors de ce qui pre´ce`de. 
Proposition 3.30. — Soient k un corps infini et X une k-varie´te´ propre
et lisse, ge´ome´triquement connexe. Si X est presque R-triviale, alors
H0(X, (Ωi)⊗m) = 0 pour tout i > 0 et tout m > 0.
De´monstration. — Pour toute k-varie´te´ lisse inte`gre U , tout entier i > 0, tout
entier m > 0, la fle`che de restriction
H0(U, (Ωi)⊗m)→ H0(P1U , (Ωi)⊗m)
est un isomorphisme, comme on voit en utilisant la formule donnant le faisceau
des diffe´rentielles sur un produit de k-varie´te´s, et en utilisant le fait que sur
la droite projective, on a Ω1
P1
= OP1(−2), et donc, pour tout m > 0 ,toute
section de (Ω1
P1
)⊗m est nulle. On applique alors la proposition pre´ce´dente
au foncteur U 7→ H0(U, (Ωi)⊗m), et on utilise le fait que l’application de
restriction H0(X, (Ωi)⊗m)→ H0(U, (Ωi)⊗m) est injective. 
3.8. Composantes connexes re´elles. —
The´ore`me 3.31. — Soit R le corps des re´els. Soit X une R-varie´te´ projec-
tive, lisse, ge´ome´triquement connexe, de dimension d. Soit s ≥ 0 le nombre de
composantes connexes de X(R).
(a) L’entier s est un invariant birationnel stable.
(b) Si X est re´tractilement rationnelle, alors X(R) est connexe.
(c1) Pour s ≥ 1, on a CH0(X)/2 = (Z/2)s.
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(c2) Si deux points de X(R) sont rationnellement e´quivalents sur X, alors
ils appartiennent a` la meˆme composante connexe de X(R).
(d1) Si s = 0, pour tout entier m ≥ d+ 1, on a Hmnr(R(X)/R,Z/2) = 0.
(d2) Si s ≥ 1, pour tout entier m ≥ d+1, on a Hmnr(R(X)/R,Z/2) = (Z/2)s.
(e) Si X est ge´ome´triquement rationnellement connexe, deux points de
X(R) sont R-e´quivalents si et seulement si ils sont dans la meˆme composante
connexe.
De´monstration. — Pour (a), il suffit de voir que si U ⊂ X est un ferme´ de co-
dimension au moins 2, alors U(R) ⊂ X(R) induit une bijection sur les compo-
santes connexes. On utilise alors le fait qu’une k-application rationnelle d’une
k-varie´te´ lisse dans une k-varie´te´ propre est de´finie en dehors d’un ferme´ de
codimension au moins 2. Sous l’hypothe`se de (b), il existe un ouvert de Zariski
U ⊂ X tel que l’image de U(R) dans X(R) soit forme´ de points directement
R-lie´s sur X, donc dans la meˆme composante connexe de X(R). Comme pour
la R-varie´te´ lisse X tout point de X(R) est limite de points de U(R), ceci suffit
a` conclure que X(R) est connexe. Pour (c), voir CT-Ischebeck [15]. Pour (d),
voir CT-Parimala [18]. L’e´nonce´ (e) fut e´tabli par Kolla´r. 
En dimension d = 1, tous ces e´nonce´s remontent a` Witt. C’est B. Segre
[41] qui le premier remarqua que les surfaces cubiques lisses X sur R, qui sont
toutes R-unirationnelles, ne sont pas R-rationnelles si X(R) n’est pas connexe.
4. Surfaces ge´ome´triquement rationnelles
The´ore`me 4.1. — (Enriques, Manin, Iskovskikh, Mori) Soient k un corps
et X une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement rationnelle. Alors X est
k-birationnelle a` une telle k-surface de l’un des deux types suivants :
(i) Surface de del Pezzo de degre´ d, avec 1 ≤ d ≤ 9.
(ii) Surface X munie d’une fibration relativement minimale X → D, ou`
D est une conique lisse, la fibre ge´ne´rique est une conique lisse, et toutes les
fibres sont des coniques avec au plus un point singulier.
Rappelons que les surfaces de del Pezzo de degre´ 3 sont les surfaces cubiques
lisses.
C’est une question ouverte depuis longtemps si une k-surface comme dans
le the´ore`me, de`s qu’elle posse`de un k-point, est k-unirationnelle. C’est connu
pour les surfaces cubiques. Une re´ponse affirmative impliquerait que les
varie´te´s complexes de dimension 3 fibre´es en coniques sur le plan P2C sont
unirationnelles, ce qui est une question ouverte encore plus connue.
Une question ge´ne´rale (Sansuc et l’auteur) sur les surfaces du type ci-dessus
est : dans quelle mesure le module galoisien Pic(Xs) (qui est un groupe abe´lien
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de type fini) et les objets qui lui sont attache´s controˆlent la ge´ome´trie et
l’arithme´tique de X ?
A-t-on la re´ciproque du the´ore`me 3.17 (c) :
Question 1 CT-Sansuc 1977) : Si X(k) 6= ∅ et le module galoisien Pic(Xs)
est un facteur direct d’un module de permutation, la k-varie´te´ X est-elle fac-
teur direct birationnel d’un espace projectif Pnk ?
La K-the´orie alge´brique (ide´es de S. Bloch, the´ore`me de Merkurjev-Suslin)
a permis d’e´tablir pour ces surfaces, sans analyse cas par cas, la re´ciproque du
The´ore`me 3.17 (b).
The´ore`me 4.2. — [8] Soit X une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement
rationnelle, posse´dant un ze´ro-cycle de degre´ 1. Si le module galoisien Pic(Xs)
est un facteur direct d’un module de permutation, alors X est CH0-triviale.
Voici quelques rappels de CT-Sansuc [21]. Soit X une k-surface projective,
lisse, ge´ome´triquement rationnelle. Soit Pic(Xs) le module galoisien de´fini par
le groupe de Picard. C’est le groupe des caracte`res d’un k-tore S. Pour tout
k-tore T , on a une suite exacte de groupes abe´liens
0→ H1(k, T )→ H1(X,T )→ Homg(Tˆ , Sˆ)→ H2(k, T )→ H2(X,T ),
ou` la cohomologie est la cohomologie e´tale. Si X posse`de un k-point, la fle`che
H2(k, T )→ H2(X,T ) a une re´traction, donc on a une suite exacte
0→ H1(k, T )→ H1(X,T )→ Homg(Tˆ , Sˆ)→ 0.
On appelle torseur universel sur X un torseur T → X sous le k-tore S dont la
classe dans H1(X,S) a pour image l’identite´ dans Homg(Sˆ, Sˆ). Si X posse`de
un k-point P ∈ X(k), il existe un torseur universel, et on peut le fixer (a`
automorphisme de S-torseur pre`s) en demandant que sa fibre en P soit triviale,
ce qui e´quivaut au fait qu’il existe un k-point de T d’image P dans X.
Un torseur universel T sur une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement
rationnelle est une k-varie´te´ ge´ome´triquement rationnelle (ouverte) de dimen-
sion 2 + rg(Pic(Xs)).
Question 2 (CT-Sansuc 1977). Sur une k-surface projective et lisse ge´ome´tri-
quement rationnelle X, les torseurs universels T avec un k-point sont-ils k-
rationnels ?
Ceci a e´te´ e´tabli pour les surfaces fibre´es en coniques au-dessus de P1k avec
au plus 4 fibres ge´ome´triques non lisses. C’est d’ailleurs ce qui a mene´ aux
exemples de varie´te´s stablement rationnelles non rationnelles [5].
En 1977, Sansuc et moi avions e´tabli que si Yc est une compactification lisse
d’un k-torseur universel T alors Pic(Y c) est un g-module de permutation, et
Br(Yc)/Br(k) = 0.
Pour tester l’e´ventuelle non rationalite´ des torseurs universels sur les sur-
faces ge´ome´triquement rationnelles, on peut essayer de calculer les invariants
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cohomologiques supe´rieursH inr(k(T )/k,Q/Z(i−1)). Dans sa the`se, Yang CAO
a e´tabli le the´ore`me suivant, qui s’applique en particulier aux k-surfaces cu-
biques lisses.
The´ore`me 4.3. — [6] Soit X une surface projective, lisse connexe, ge´ome´-
triquement rationnelle sur un corps k. Si X n’est pas k-birationnelle a` une
surface de del Pezzo k-minimale de degre´ 1, et si T est un torseur universel
sur X avec un k-point, H3nr(k(T )/k,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est un groupe de
torsion 2-primaire.
Soit k un corps de car. diffe´rente de 2 posse´dant une extension finie L =
k[t]/P (t) de degre´ 3, de cloˆture galoisienne K/k de groupe S3, et soit k(
√
a)
l’extension discriminant. Dans [5], on a montre´ que la surface ge´ome´triquement
rationnelle d’e´quation affine y2−az2 = P (x) est stablement k-rationnelle mais
non k-rationnelle. Ceci fut utilise´ dans [5] pour donner des exemples de varie´te´s
de dimension 3 sur C qui sont stablement rationnelles mais non rationnelles.
Hassett avait souleve´ la question si de tels exemples existent sur un corps
k parfait dont la cloˆture alge´brique est procyclique, par exemple sur un corps
fini.
Le the´ore`me suivant, qu’on confrontera avec la question 1 ci-dessus, n’admet
pour l’instant qu’une de´monstration extreˆmement calculatoire, passant par
l’analyse (faite par plusieurs auteurs) de toutes les actions possibles du groupe
de Galois absolu sur le groupe de Picard ge´ome´trique des surfaces de del Pezzo
de degre´ 3, 2, 1, ce qui implique des groupes de type E6, E7, E8.
The´ore`me 4.4. — [13] Soient k un corps et X une k-surface projective,
lisse, ge´ome´triquement rationnelle. Supposons que X posse`de un point k-
rationnel et que X soit de´ploye´e par une extension cyclique de k. Si X
n’est pas k-rationnelle, alors il existe une extension finie se´parable k′/k telle
que Br(Xk′)/Br(k
′) = H1(k′,Pic(Xs)) 6= 0, et alors X n’est pas stablement
k-rationnelle.
Soit X de´ploye´e par une extension cyclique de k. Si l’on suppose
Br(Xk′)/Br(k
′) = H1(k′,Pic(Xs)) = 0 pour toute extension se´parable k′
de k, on peut montrer (Endo-Miyata) que Pic(Xs) est un facteur direct d’un
module de permutation. Tout torseur universel T avec un k-point est alors
k-birationnel a` X×k S. Si de tels torseurs universels e´taient automatiquement
k-rationnels (question 2 ci-dessus), l’hypothe`se Br(Xk′)/Br(k
′) = 0 pour tout
k′/k fini impliquerait que X est facteur direct d’une k-varie´te´ k-rationnelle.
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5. Hypersurfaces cubiques
5.1. Rationalite´, unirationalite´, CH0-trivialite´. — Soit X ⊂ Pnk avec
n ≥ 3 une hypersurface cubique lisse avec X(k) 6= ∅. On sait que X est k-
unirationnelle (..., B. Segre, ..., J. Kolla´r). Si X contient une k-droite, alors
X est k-unirationnelle de degre´ 2. Je renvoie a` [4] pour plus de rappels et des
re´fe´rences a` la litte´rature.
Pour n = 2m + 1 impair quelconque, il existe des hypersurfaces cubiques
lisses X ⊂ Pnk qui sont k-rationnelles. C’est le cas de celles qui contiennent
un ensemble globalement k-rationnel d’espaces line´aires Π1, Π2, chacun de´fini
sur une extension au plus quadratique se´parable de k, et sans point commun.
Il en est ainsi de l’hypersurface cubique de Fermat Xn, de´finie par l’e´quation.
n∑
i=0
x3i = 0.
Elle posse`de une paire globalement k-rationnelle de sous-espaces line´aires de
dimension m gauches l’un a` l’autre, a` savoir
x0 + jx1 = x2 + jx3 = · · · = x2m + jx2m+1 = 0
et son conjugue´ (j est une racine primitive cubique de 1).
Pour tout entier n ≥ 3, l’hypersurface cubique de Fermat Xn contient une
k-droite, et donc est k-unirationnelle de degre´ 2.
Pour simplifier, supposons dans la suite de ce paragraphe k = C, et
conside´rons des hypersurfaces cubiques lisses X ⊂ PnC, n ≥ 3.
Toute hypersurface cubique X ⊂ PnC, n ≥ 3 contient une droite, et est donc
est unirationelle de degre´ 2.
Si une hypersurface cubique est aussi unirationelle de degre´ impair, alors
elle est CH0-triviale et tous les invariants de type cohomologie non ramifie´e
sont universellement triviaux. On ne sait pas si X est alors re´tractilement
rationnelle.
Un the´ore`me fameux de Clemens et Griffiths dit qu’aucune X dans P4C n’est
rationnelle. Pour n = 2m pair quelconque on ne connaˆıt aucune X dans P2mC
qui soit rationnelle, ou meˆme re´tractilement rationnelle. Mais par ailleurs on
n’en connaˆıt aucune dont on sache qu’elle n’est pas re´tractilement rationnelle.
.
C. Voisin a montre´ que sur une union de´nombrable de ferme´s de codimension
3 de leur espace de modules, les hypersurfaces cubiques X ⊂ P4C correspon-
dantes sont CH0-triviales.
Hassett et Tschinkel ont de´crit des classes d’hypersurfaces cubiques de P5C
qui sont unirationelles de degre´ impair. Dans [11] on en donne dans PnC pour
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tout n de la forme 6m − 1, 6m + 1, 6m + 3. Elles sont “presque diagonales”
mais plus ge´ne´rales que l’hypersurface de Fermat.
Hassett, et d’autres, ont de´crit des sous-varie´te´s de l’espace de modules
des hypersurfaces cubiques de P5C dont les hypersurfaces correspondantes sont
rationnelles (outre celles contenant deux plans gauches congugue´s). Ces sous-
varie´te´s sont contenues dans une union de´nombrable de diviseurs “spe´ciaux”
de l’espace de modules.
C. Voisin [44] a montre´ que sur beaucoup de ces diviseurs spe´ciaux, les
hypersurfaces cubiques correspondantes de P5C sont CH0-triviales.
Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, connexe. Suivant [44], on de´finit la
CH0-dimension essentielle δ(X) de X comme la plus petite dimension d’une
C-varie´te´ Y projective, lisse, connexe munie d’un morphisme Y → X tel que
pout tout corps F contenant C, l’application induite CH0(YF ) → CH0(XF )
soit surjective.
C. Voisin [44] a montre´ que pour les hypersurfaces cubiques lisses X ⊂ PnC
tre`s ge´ne´rales avec n = 5 ou n ≥ 4 pair, si δ(X) < dim(X), alors δ(X) = 0,
i.e. X est CH0-triviale.
5.2. Hypersurfaces cubiques presque diagonales. — Dans [11] je
donne en toute dimension des classes explicites d’hypersurfaces cubiques lisses
complexes qui sont CH0-triviales. Certains des re´sultats valent sur un corps
non alge´briquement clos, comme on va le voir. Voici une variation sur la
proposition 3.5 de l’article [11].
Proposition 5.1. — Soient k un corps et X une k-varie´te´ projective et lisse
telle que H1(X,OX ) = 0, posse´dant un k-point. S’il existe une courbe Γ/k
projective, lisse, connexe, avec un k-point, et un k-morphisme Γ → X tels
que, pour tout corps F , l’application induite CH0(ΓF ) → CH0(XF ) soit sur-
jective, alors, pour tout corps F , l’application degF : CH0(XF ) → Z est un
isomorphisme, en d’autres termes la k-varie´te´ X est CH0-triviale.
De´monstration. — Soit J la jacobienne de Γ. Pour tout corps F , on a
A0(ΓF ) = J(F ). Notons K = k(X) le corps des fonctions de X. L’hypothe`se
H1(X,OX ) = 0 implique que la varie´te´ d’Albanese de X est triviale. Un
point de J(k(X)) de´finit une k-application rationnelle de X dans J , donc
un k-morphisme de X dans J car une application rationnelle d’une varie´te´
lisse dans une varie´te´ abe´lienne est partout de´finie. Mais comme la varie´te´
d’Albanese de X est triviale, tout tel morphisme est constant. On a donc
J(k) = J(k(X)). Ainsi l’image de A0(ΓK) dans A0(XK) est dans l’image de
l’application compose´e
J(k) = A0(Γ)→ A0(X)→ A0(XK).
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Par hypothe`se, l’application A0(ΓK)→ A0(XK) est surjective. Ainsi la restric-
tion CH0(X) → CH0(XK) est surjective, et en particulier la classe du point
ge´ne´rique η de X, qui de´finit un point de X(K), a une classe dans CH0(XK)
qui est dans l’image de CH0(X). D’apre`s la proposition 3.11 (Merkurjev), ceci
assure que la k-varie´te´ X est CH0-triviale. 
Remarque 5.2. — Soit k = C. L’e´nonce´ ci-dessus implique que si CH0(X) =
Z, alors δ(X) ≤ 1 implique δ(X) = 0. R. Mboro [32] a e´tabli l’e´nonce´ suivant.
Supposons CH0(X) = Z, H
2
Betti(X,Z)tors = 0 et H
3
Betti(X,Z) = 0. Alors
δ(X) ≤ 2 implique δ(X) = 0.
The´ore`me 5.3. — Soit k un corps infini, de caracte´ristique diffe´rente de 3.
Soit f(x, y, z) ∈ k[x, y, z], resp. g(u, v) ∈ k[u, v] des formes cubiques non sin-
gulie`res. Soit X ⊂ P4k l’hypersurface cubique lisse d’e´quation
f(x, y, z)− g(u, v) = 0.
Faisons les hypothe`ses suivantes, qui sont satisfaites si k est un corps
alge´briquement clos :
(a) Il existe a ∈ k∗ tel que la surface cubique S de P3k d’e´quation f(x, y, z)−
at3 = 0 soit une surface k-rationnelle et que la courbe Γ de P2k d’e´quation
g(u, v) − at3 = 0 posse`de un k-point.
(b) L’hypersurface X contient une k-droite.
Alors l’hypersurface X est CH0-triviale.
De´monstration. — On note A0(X) ⊂ CH0(X) le sous-groupe des classes de
ze´ro-cycles de degre´ ze´ro. L’hypothe`se (b) implique que X est k-unirationnelle
de degre´ 2, ce qui implique 2A0(XF ) = 0 pour tout corps F contenant k. On a
une application rationnelle dominante, de degre´ 3, de S×Γ vers X, qui envoie
le produit des varie´te´s affines f(x, y, z)− a = 0 et g(u, v)− a = 0 vers le point
de coordonne´es homoge`nes (x, y, z, u, v) ∈ X ⊂ P4k (on suppose ici k infini).
En utilisant le fait que S est k-rationnelle, on montre que pour tout corps F
contenant k, il existe un k-morphisme f : Γ → X tel que pour tout corps F
contenant k, on ait 3CH0(XF ) ⊂ f∗(CH0(ΓF ). Comme on a 2A0(XF ) = 0,
on en de´duit CH0(XF ) ⊂ f∗(CH0(ΓF )). La proposition 5.1 donne alors que
X est CH0-triviale. 
L’e´nonce´ ci-dessus se ge´ne´ralise en dimension supe´rieure [11, Prop. 3.7]. Les
arguments de [11, Prop. 3.7 (i)] et la proposition ci-dessus permettent d’e´tablir
que, sur tout corps k de diffe´rente de 3, pour tout entier n ≥ 3, impair ou non,
l’hypersurface cubique de Fermat X ⊂ PnQ, n ≥ 3, est CH0-triviale. Pour
tout n = 2m ≥ 4, c’est ainsi une question ouverte si cette hypersurface est
re´tractilement rationnelle, ou meˆme stablement rationnelle sur le corps Q.
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Sur le corps k = C, la me´thode ci-dessus et des e´nonce´s d’unirationalite´
plus ou moins classiques permettent d’e´tablir l’e´nonce´ ge´ne´ral suivant.
The´ore`me 5.4. — [11, Thm. 3.8] Toute hypersurface cubique lisse X ⊂ PnC
de dimension au moins 2 dont l’e´quation est donne´e par une forme
∑
iΦi, ou`
les Φi sont a` variables se´pare´es et chacune a au plus 3 variables, est CH0-
triviale.
6. Spe´cialisation
6.1. Spe´cialisation de la R-e´quivalence et de l’e´quivalence ration-
nelle sur les ze´ro-cycles. — L’e´nonce´ suivant est “bien connu”. Pour une
de´monstration de´taille´e pour X/R projectif, on consultera la note de D. Ma-
dore [30]. Voir aussi [29].
The´ore`me 6.1. — Soit R un anneau de valuation discre`te excellent, K son
corps des fractions, k son corps re´siduel. Soit X un R-sche´ma propre, X =
X ×R K la fibre ge´ne´rique et Y = X ×R k la fibre spe´ciale. L’application de
re´duction X(K) = X (R)→ Y (k) induit une application X(K)/R→ Y (k)/R.
De´monstration. — (Esquisse) Soit P1K → X un k-morphisme. Il s’e´tend en
une application rationnelle de P1R vers X . Par e´clatements successifs de points
ferme´s sur P1R, on obtient Z → P1R et un R-morphisme Z → X e´tendant
l’application rationnelle. La fibre Zk est ge´ome´triquement un arbre, dont les
composantes sont des droites projectives. Comme on voit par re´currence sur
le nombre d’e´clatements, la re´union T des composantes de Zk obtenues par
e´clatement de k-points forme elle-meˆme un arbre forme´ de droites projectives
P1k, dont les intersections deux a` deux sont e´gales a` un unique k-point, et
tout k-point de Zk est contenu dans T . Les points 0 et ∞ de P1(K) = Z(K)
s’e´tendent en des sections s0 et s∞ de Z → Spec (R). Les spe´cialisations de
ces sections au-dessus de Spec (k) sont des k-points de Zk, qui sont dans le
sous-arbre T . Les images de 0K et ∞K dans Y (k) sont donc des points R-
e´quivalents sur Y . 
Soit R un anneau de valuation discre`te excellent. Soit X un R-sche´ma pro-
jectif et plat, XK la fibre ge´ne´rique et Xk la fibre spe´ciale.
E´tant donne´ un point ferme´ P ∈ XK , notons P˜ son adhe´rence dans X .
C’est un R-sche´ma fini. On a une immersion ferme´e P˜ ×R Spec (k) →֒ Xk. On
associe a` ce R-sche´ma fini une combinaison line´aire a` coefficients entiers de
points ferme´s de Xk. Les coefficients sont de´finis par les longueurs e´videntes.
Le ze´ro-cycle obtenu sur Xk peut aussi eˆtre vu comme le ze´ro-cycle associe´ au
k-sche´ma de´coupe´ par π = 0 sur P˜ .
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Ceci de´finit une application line´aire Z0(XK) → Z0(Xk). On ve´rifie que ce
processus est fonctoriel covariant en les morphismes (propres) de R-sche´mas
projectifs et plats.
Le the´ore`me suivant est un cas particulier d’un the´ore`me de Fulton pour
les groupes de Chow de cycles de dimension quelconque.
The´ore`me 6.2. — (Fulton) Soit R un anneau de valuation discre`te excellent,
K son corps des fractions, k son corps re´siduel, π une uniformisante. Soit X
un R-sche´ma projectif et plat, X = X ×RK la fibre ge´ne´rique et Y = X ×R k
la fibre spe´ciale. Il existe un unique homomorphisme de spe´cialisation
CH0(X)→ CH0(Y )
qui associe a` la classe d’un point ferme´ P de X d’adhe´rence P˜ ⊂ X la classe
du ze´ro-cycle associe´ au diviseur de Cartier de´coupe´ par π = 0 sur P˜ .
C’est e´nonce´ au de´but du §20.3 de [23], avec re´fe´rence au §6.2 et au the´ore`me
6.3. On part d’une suite exacte facile
CH1(Y )→ CH1(X/R)→ CH0(X)→ 0
e´tablie au §1.8.
On utilise ensuite un homomorphisme de Gysin i! : CH1(X/R)→ CH0(Y )
introduit au §6.2. Il est de´montre´ au The´ore`me 6.3 que le compose´ CH1(Y )→
CH1(X/R) → CH0(Y ) est nul, en utilisant le fait que Y est un diviseur
de Cartier principal sur X . Ceci induit un homomorphisme de spe´cialisation
CH0(X)→ CH0(Y ).
Autant que je puisse voir, le §2, et la Proposition 2.6 de [23], qui utilisent un
homomorphisme de Gysin i∗ : CH1(X/R) → CH0(Y ), suffisent pour e´tablir
ces re´sultats. Ils reposent sur un the´ore`me fondamental, le The´ore`me 2.4. La
De´finition 2.3 of [23] donne pre´cise´ment la description de l’homomorphisme
de spe´cialisation donne´e dans l’e´nonce´ ci-dessus.
Remarque 6.3. — On peut facilement ramener la de´monstration de
l’e´nonce´ ci-desssus au cas ou` X est une R-courbe plate, projective, connexe,
re´gulie`re. Mais ce cas-la` ne semble pas plus facile que le cas ge´ne´ral, si
la R-courbe n’est pas lisse. Or c’est tout le point : si la fibre spe´ciale
est une union de diviseurs lisses Yi/k (non principaux), on n’a pas en
ge´ne´ral de fle`ches CH0(X) → CH0(Yi) qui par somme donneraient la fle`che
CH0(X) → CH0(Y ). Par ailleurs, si Y/k n’est pas lisse, la fle`che naturelle
Pic(Y )→ CH0(Y ) n’est a priori ni injective ni surjective.
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6.2. Non rationalite´ stable par spe´cialisation singulie`re. — Les deux
the´ore`mes suivants, qui ge´ne´ralisent un argument de C. Voisin [43], sont e´tablis
dans [19] en utilisant la spe´cialisation de Fulton des groupes de Chow (des ze´ro-
cycles). Ils ont de´ja` e´te´ discute´s dans divers textes, en particulier dans [36] et
[37]. On de´veloppe ici la remarque 1.19 de [19] : on donne une de´monstration
qui utilise la spe´cialisation de la R-e´quivalence, plus simple a` e´tablir que celle
du groupe de Chow des ze´ro-cycles.
The´ore`me 6.4. — [19, Thm. 12]. Soit A un anneau de valuation discre`te, K
son corps des fractions, suppose´ de caracte´ristique ze´ro, k son corps re´siduel.
Soit X un A-sche´ma projectif et plat, X = X ×A K la fibre ge´ne´rique et
Y = X ×Ak la fibre spe´ciale. Supposons X/K lisse et ge´ome´triquement inte`gre
et Y/k ge´ome´triquement inte`gre. Supposons Y (k) Zariski dense dans Y et
qu’il existe une re´solution des singularite´s projective f : Z → Y qui est un
CH0-isomorphisme. Si la K-varie´te´ X est re´tractilement rationnelle, alors la
k-varie´te´ Z est CH0-triviale.
De´monstration. — On proce`de au de´but comme dans [19, Thm. 12]. On note
B le comple´te´ de l’anneau local de X au point ge´ne´rique η de Y . Soit F son
corps des fractions. La fle`che A → B est un homomorphisme local, induisant
k → k(Y ) sur les corps re´siduels. On conside`re le B-sche´ma X ×A B. Sa fibre
spe´ciale est Y ×k k(Y ), qui admet la de´singularisation Z×kk(Y )→ Y ×k k(Y ).
Le k(Y )-morphisme Z ×k k(Y )→ Y ×k k(Y ) est CH0-trivial. Soit U ⊂ Ylisse
un ouvert tel que f−1(U) → U soit un isomorphisme. Soit P ∈ U(k). Soit
M ∈ Z(k) son image re´ciproque sur f−1(U). Par Hensel, le point ge´ne´rique
η ∈ Y (k(Y )) et le point Pk(Y ) se rele`vent en des F -points de X ×K F . Comme
X est lisse et re´tractilement rationnel sur le corps K qui est de caracte´ristique
ze´ro, ces deux points sont R-e´quivalents sur X ×K F . Par spe´cialisation de la
R-e´quivalence, les points η et Pk(Y ) sont R-e´quivalents sur Yk(Y ). Ils sont donc
rationnellement e´quivalents sur Yk(Y ). Soit ξ le point ge´ne´rique de Z d’image
η ∈ Y . L’hypothe`se que f est un CH0-isomorphisme implique que ξk(Z) est
rationnellement e´quivalent a` Mk(Z) sur Zk(Z). Ceci implique que la k-varie´te´
projective et lisse Z est CH0-triviale ([4, Lemma 1.3], [19, Prop. 1.4]). 
Proposition 6.5. — [19, Prop. 1.8] Soit f : Z → Y une re´solution des sin-
gularite´s. Pour e´tablir que sur tout corps F contenant k, l’homomorphisme
f∗ : CH0(ZF )→ CH0(YF ) est un isomorphisme, il suffit de montrer que pour
tout point M du sche´ma Y , le k(M)-sche´ma fibre ZM est CH0-trivial. ✷
The´ore`me 6.6. — [19, Thm. 14]. Soit A un anneau de valuation discre`te,
K son corps des fractions, k son corps re´siduel suppose´ alge´briquement clos.
Soit K une cloˆture alge´brique de K. Soit X un A-sche´ma projectif et plat,
X = X×AK la fibre ge´ne´rique et Y = X×Ak la fibre spe´ciale. Supposons X/K
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lisse et ge´ome´triquement inte`gre et Y/k ge´ome´triquement inte`gre. Supposons
qu’il existe une re´solution des singularite´s projective f : Z → Y qui est un
CH0-isomorphisme. Si la K-varie´te´ X ×K K est re´tractilement rationnelle,
alors la k-varie´te´ Z est CH0-triviale.
De´monstration. — Comme dans [19], ceci se de´duit du the´ore`me pre´ce´dent
par une re´duction simple. 
Dans [37, §2.4], A. Pirutka de´veloppe une autre variante de la remarque
1.19 de [19].
The´ore`me 6.7. — Soit A un anneau de valuation discre`te, de corps des
fractions K et de corps re´siduel k. Soit X un A-sche´ma projectif et plat,
X = X ×A K la fibre ge´ne´rique et Y = X ×A k la fibre spe´ciale. Suppo-
sons X/K et Y/k ge´ome´triquement inte`gres, et Y (k) Zariski dense dans Y .
Supposons qu’il existe une re´solution des singularite´s projective f : Z → Y
qui soit R-triviale. Si X est re´tractilement rationnelle, alors Z est presque R-
triviale. En particulier, il existe un point M ∈ Z(k) tel que le point ge´ne´rique
de Z est, sur Zk(Z), R-e´quivalent a` Mk(Z).
Cet e´nonce´ implique le suivant.
The´ore`me 6.8. — Soit A un anneau de valuation discre`te, de corps des frac-
tions K et de corps re´siduel k alge´briquement clos. Soit X un A-sche´ma pro-
jectif et plat, X = X ×A K la fibre ge´ne´rique et Y = X ×A k la fibre spe´ciale.
Supposons X/K et Y/k ge´ome´triquement inte`gres. Supposons qu’il existe une
re´solution des singularite´s projective f : Z → Y qui soit R-triviale. Si X est
ge´ome´triquement re´tractilement rationnelle, alors Z est presque R-triviale. En
particulier :
(i) Il existe un point M ∈ Z(k) tel que le point ge´ne´rique de Z est, sur
Zk(Z), R-e´quivalent a` Mk(Z).
(ii) Pour tous entiers i > 0 et m > 0, on a
H0(Z, (Ωi)⊗m) = 0.
De´monstration. — Voir [37, Thm. 2.14]. Pour la dernie`re assertion, voir la
proposition 3.30 ci-dessus. 
Pour e´tablir dans des cas concrets que la re´solution f : Z → Y est R-triviale,
on utilise l’e´nonce´ suivant.
Proposition 6.9. — Soit f : Z → Y un k-morphisme propre. Si pour tout
corps F contenant k et tout point M ∈ Y (F ), la F -varie´te´ fibre ZM est R-
triviale, alors f est R-triviale. ✷
La de´monstration de cet e´nonce´ est facile, mais e´tablir que l’hypothe`se sur
les fibres ZM vaut est l’une des principales difficulte´s dans la pratique.
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6.3. Applications aux varie´te´s alge´briques complexes. — Elles sont
nombreuses. Certaines ont e´te´ de´crites dans les rapports [36], [37].
Pour des familles projectives et lisses X → S de varie´te´s alge´briques d’un
“type donne´”, parame´tre´es par une varie´te´ alge´brique complexe, on e´tablit des
the´ore`mes du type :
L’ensemble des points s ∈ S(C) tels que la fibre Xs ne soit pas re´tractilement
rationnel est Zariski dense dans S.
On montre en fait que l’ensemble des points s ou` Xs est re´tractilement
rationnel est contenu dans une union de´nombrable de ferme´s propres de S.
On s’inte´resse bien suˆr a` des varie´te´s projectives et lisses X/C qui sont
“proches d’eˆtre rationnelles”, en particulier qui sont rationnellement connexes
(i.e. telles que X(C)/R soit re´duit a` un point). C’est le cas des varie´te´s de
Fano.
On a e´tudie´ :
• les hypersurfaces lisses dans PnC (de degre´ d ≤ n)
• les reveˆtements cycliques ramifie´s de PnC (avec des conditions sur le degre´
du reveˆtement et le degre´ de l’hypersurface de ramification)
• des familles de quadriques de dimension relative d au moins 1 au-dessus
de PnC
• des familles de surfaces de del Pezzo, et plus ge´ne´ralement de varie´te´s de
Fano, au-dessus de PnC
On proce`de par de´ge´ne´rescence de ces varie´te´s sur des varie´te´s singulie`res
Y/k, avec k e´ventuellement de caracte´ristique positive, pour lesquelles on
trouve une re´solution des singularite´s Z → Y qui soit un morphisme CH0-
trivial, et l’on montre que Z n’est pas CH0-triviale, ou que Z n’est pas presque
R-triviale en utilisant le groupe de Brauer ou la cohomologie non ramifie´e ou
bien, si le corps re´siduel k est de caracte´ristique positive, l’invariant H0(Z,Ωi).
Il y a ici deux points qui demandent beaucoup de travail :
•Montrer que la re´solution Z → Y est un morphisme CH0-trivial (c’est une
proprie´te´ inde´pendante de la re´solution). En pratique, il faut faire la re´solution
explicite, et voir si les fibres sont CH0-triviales.
• Montrer qu’un invariant (groupe de Brauer, cohomologie non ramifie´e ...)
n’est pas trivial sur Z.
La premie`re me´thode, avec H2nr, alias le groupe de Brauer, est celle qui a
e´te´ utilise´e par C. Voisin (doubles solides quartiques) puis dans [19] (quar-
tiques lisses dans P4), puis par Beauville (doubles solides sextiques), et dans
de nombreux articles subse´quents de Hassett, Pirutka, Tschinkel, Kresch,
Bo¨hning, von Bothmer, Auel. C’est celle qui a permis le re´sultat spectaculaire
de Hassett, Pirutka, Tschinkel [26] selon lequel la rationalite´ stable n’est pas
force´ment constante dans une famille lisse de dimension relative au moins 4.
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La seconde me´thode, avec les diffe´rentielles en caracte´ristique positive, a
e´te´ initie´e par B. Totaro [42]. Elle est inspire´e d’un travail de Kolla´r de 1995,
qui utilisait de´ja` un argument de spe´cialisation sur une varie´te´ singulie`re en
caracte´ristique positive et H0(Z,Ωi). Totaro en a de´duit des re´sultats tre`s
ge´ne´raux sur la non rationalite´ stable des hypersurfaces tre`s ge´ne´rales dans
Pn, de degre´ d ≤ n satisfaisant approximativement d ≥ 2n/3. Elle a e´te´
poursuivie dans [20]. Des re´sultats tre`s ge´ne´raux ont e´te´ ensuite obtenus par
cette me´thode par T. Okada, H. Ahmadinezhad, I. Krylov pour d’autres types
de varie´te´s rationnellement connexes.
La premie`re me´thode, cette fois-ci avec les invariants cohomologiques
supe´rieurs H inr, vient d’eˆtre utilise´e par S. Schreieder [38] pour des fibrations
en quadriques de grande dimension au-dessus de l’espace projectif. A` cette oc-
casion, il a introduit une variante importante de la me´thode de spe´cialisation,
qui e´vite dans certains cas de ve´rifier si la re´solution de la fibre spe´ciale est
CH0-triviale (ou presque R-triviale).
On trouvera ceci discute´ dans le texte [14].
Par des arguments de spe´cialisations successives a` partir du cas des familles
de quadriques de Pfister au-dessus d’un espace projectif, Schreieder [40] a fait
progresser de fac¸on spectaculaire le cas des hypersurfaces tre`s ge´ne´rales de
degre´ d dans PnC, obtenant leur non rationalite´ stable avec une condition du
type d ≥ log(n).
7. Hypersurfaces cubiques non stablement rationnelles sur un
corps non alge´briquement clos
Soit k un corps et X ⊂ Pnk , n ≥ 3, une hypersurface cubique lisse. On
s’inte´resse ici au cas ou` k n’est pas alge´briquement clos.
Le de´fi ici est, pour un corps k de complexite´ arithme´tique donne´ (corps
fini, corps local, corps de nombres, corps de fonctions de d variables sur un
de ces corps ou sur les complexes, corps de se´ries formelles ite´re´es sur l’un
de ces corps) de trouver des hypersurfaces cubiques lisses non re´tractilement
rationnelles X ⊂ Pnk avec X(k) 6= ∅ et n aussi grand que possible.
7.1. Hypersurfaces cubiques re´elles. —
Proposition 7.1. — Pour tout entier n ≥ 2, il existe une hypersurface cu-
bique lisse X ⊂ PnR telle que le lieu des points re´els X(R) ait deux composantes
connexes. En particulier, une telle hypersurface n’est pas re´tractilement ration-
nelle.
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De´monstration. — Soit n ≥ 2, soit x0, . . . , xn−2, u, v des variables, soit
Φ(x0, . . . , xn−2, u, v) = (
∑
i
x2i )v − u(u− v)(u+ v).
Soit Y ⊂ PnR l’hypersurface cubique de´finie par l’e´quation
Φ(x0, . . . , xn−2, u, v) = 0.
Son lieu singulier est donne´ par u = v =
∑
i x
2
i = 0, il n’a pas de point re´el. On
a donc Ylisse(R) = Y (R). Les coordonne´es (u, v) de´finissent une application
continue Ylisse(R) → P1(R), dont l’image est la re´union des deux invervalles
de´finis par u(u− v)(u+ v) ≥ 0. On ve´rifie ainsi que Y (R) est une varie´te´ C∞
avec deux composantes connexes. Soit Ψ(x0, . . . , xn−2, u, v) =
∑
i x
3
i +u
3+v3.
Pour ǫ ∈ R petit, l’hypersurface cubique de´finie par Φ+ ǫΨ = 0 est lisse pour
ǫ 6= 0, pout tout ǫ ∈ R petit, son lieu re´el est une varie´te´ C∞ lisse, et par le
the´ore`me d’Ehresmann, ce lieu est diffe´omorphe a` Y (R) = Ylisse(R). 
Exercice : pour une hypersurface cubique X ⊂ PnR, l’espace X(R) a au plus
deux composantes connexes.
7.2. Spe´cialisations a` fibres re´ductibles. — Dans le contexte de la
spe´cialisation du groupe de Chow, Totaro [42] a utilise´ des spe´cialisations
a` fibre re´ductible. On peut le faire aussi dans le cadre de la R-e´quivalence.
L’e´nonce´ suivant est inspire´ par [42] et [7], mais est plus simple.
Proposition 7.2. — Soit R un anneau de valuation discre`te, K son corps
des fractions, k son corps re´siduel. Soit X un R-sche´ma propre et plat. Sup-
posons la fibre ge´ne´rique X/K lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit Y la
fibre spe´ciale. Supposons Y union de deux ferme´s Y = V ∪W , T = V ∩W ,
T (k) = ∅, Vlisse(k) 6= ∅ et Wlisse(k) 6= ∅. Alors la K-varie´te´ X n’est pas
R-triviale et n’est donc pas re´tractilement rationnelle.
De´monstration. — On peut supposer que R est hense´lien. Par le lemme de
Hensel, on trouve des R-points A et B de X (R) = X(K) qui se spe´cialisent
l’un dans V (k), l’autre dans W (k). Par le the´ore`me 6.1, l’application de
spe´cialisation X(K) = X (R)→ Y (k) passe au quotient par la R-e´quivalence. Il
existe donc un k-morphisme f : P1k → Y tel que f(0) ∈ V (k) et f(∞) ∈W (k).
La courbe P1k est alors couverte par les deux ferme´s non vides v = f
1(V ) et
w = f−1(W ), qui contiennent chacun un k-point, et dont l’intersection n’a pas
de k-point. L’un des deux ferme´s, soit v est e´gal a` P1k. Mais alors w ⊂ v, et
tout k-point de w est dans v. Contradiction. 
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Exemples 7.3. — Soit n ≥ 2 et f0(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] une forme
homoge`ne de degre´ d ≥ 2 sans ze´ro sur le corps k de´finissant une hypersurface
lisse sur k. Soit α ∈ k∗ une valeur (non nulle) de f sur kn. Soit f(x0, . . . , xn) :=
αxd0−f0(x1, . . . , xn) ∈ k[x0, x1, . . . , xn], puis g(x0, . . . , xn) = x0.f(x0, . . . , xn).
Soit Y ⊂ Pnk l’hypersurface de degre´ d+1 de´finie par g = 0. C’est l’union de V
de´fini par x0 = 0 etW de´fini par f0(x1, . . . , xn) = 0. L’intersection T = V ∩W
satisfait T (k) = ∅. On a V (k) 6= ∅ et W (k) 6= ∅.
Soit g(x0, . . . , xn) ∈ k[x0, x1, . . . , xn] une forme homoge`ne de degre´ d + 1
de´finissant une hypersurface lisse dans Pnk . On conside`re alors R = k[[t]], K =
k((t)). L’hypersurface X ⊂ PnK de´finie par tg(x0, . . . , xn) + f(x0, . . . , xn) = 0
n’est pas R-triviale, et n’est pas pas re´tractilement rationnelle.
On peut aussi donner des exemples similaires avec R un anneau de valuation
discre`te complet d’ine´gale caracte´ristique.
En utilisant cette me´thode dans le cas d = 2, on obtient des hypersurfaces
cubiques lisses, avec un K-point, non re´tractilement rationnelles sur PNK pour
tout N ≤ 2r−1 sur K = C((u1)) . . . ((ur)) et dans Qp((u1)) . . . ((ur−2)).
Sur K = C((u1))((u2))((u3)) on trouve donc des hypersurfaces cubiques
dans P4K . Ces bornes sont les meˆmes que celles obtenues dans [7] et dans [12],
qui e´tablissent le re´sultat plus fort que les hypersurfaces cubiques concerne´es
ne sont pas CH0-triviales. La de´monstration de ce dernier re´sultat utilise une
variation due a` Totaro de la technique de spe´cialisation de Voisin et CT-
Pirutka pour les groupes de Chow de ze´ro-cycles.
7.3. Hypersurfaces cubiques diagonales et cohomologie non ra-
mifie´e. — Ce paragraphe est extrait directement de l’article [12]. On utilise
encore ici une technique de spe´cialisation, mais elle est diffe´rente de celles
employe´es ci-dessus.
The´ore`me 7.4. — Soit k un corps de caracte´ristique diffe´rente de 3,
posse´dant un e´le´ment a qui n’est pas un cube. Soient 0 ≤ n ≤ m des entiers.
Soit F un corps avec
k(λ1, . . . , λm) ⊂ F ⊂ Fm := k((λ1)) . . . ((λm)).
L’hypersurface cubique X := Xn,F de P
n+3
F de´finie par l’e´quation
x3 + y3 + z3 + aw3 +
n∑
i=1
λit
3
i = 0
posse`de un point rationnel et n’est pas universellement CH0-triviale, en par-
ticulier elle n’est pas re´tractilement rationnelle.
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De´monstration. — Pour e´tablir le re´sultat, on peut supposer que k contient
une racine cubique primitive de l’unite´, soit j, et que F = Fm. Le lemme 7.5
ci-dessous permet de supposer n = m. On fixe un isomorphisme Z/3 = µ3 et
on conside`re la cohomologie e´tale a` coefficients Z/3. On ignore les torsions a` la
Tate dans les notations. Etant donne´s un corps L contenant k et des e´le´ments
bi, i = 1, . . . , s, de L
∗, on note (b1, . . . , bs) ∈ Hs(L,Z/3) le cup-produit, en
cohomologie galoisienne, des classes (bi) ∈ L∗/L∗3 = H1(L,Z/3).
On va de´montrer par re´currence sur n 6= 0 l’assertion suivante, qui implique
la proposition.
(An) Soient k, a, Fn et Xn/Fn comme ci-dessus. Le cup-produit
αn := ((x+ jy)/(x + y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Xn),Z/3)
de´finit une classe de cohomologie non ramifie´e (par rapport au corps de base
Fn) qui ne provient pas d’une classe dans H
n+2(Fn,Z/3).
Le cas n = 0 est connu ([31, Chap. VI, §5] [21, §2.5.1]). Supposons l’asser-
tion de´montre´e pour n.
La classe αn+1 sur la Fn+1-hypersurfaceXn+1 ⊂ Pn+4Fn+1 a ses re´sidus triviaux
en dehors des diviseurs de´finis par x+ y = 0 et x+ jy = 0. Soit ∆ ⊂ Xn+1 le
diviseur x+ y = 0. Ce diviseur est de´fini par les e´quations
x+ y = 0, z3 + aw3 +
n+1∑
i=1
λit
3
i = 0.
Le re´sidu de αn+1 au point ge´ne´rique de ∆ est
∂∆(αn+1) = ±(a, λ1, . . . , λn+1) ∈ Hn+2(Fn+1(∆),Z/3).
Mais dans le corps des fonctions de ∆, on a
1 + a(w/z)3 +
n+1∑
i=1
λi(ti/z)
3 = 0
et cette e´galite´ implique (cf. [33, Lemma 1.3]) :
(a, λ1, . . . , λn+1) = 0 ∈ Hn+2(Fn+1(∆),Z/3).
Le meˆme argument s’applique pour le diviseur de´fini par x+jy = 0. Ainsi αn+1
est une classe de cohomologie non ramifie´e sur la Fn+1-hypersurface Xn+1.
Soit Xn+1 le Fn[[λn+1]]-sche´ma de´fini par
x3 + y3 + z3 + aw3 +
n+1∑
i=1
λit
3
i = 0.
Le diviseur Z de´fini par λn+1 = 0 sur X est le coˆne d’e´quation
x3 + y3 + z3 + aw3 +
n∑
i=1
λit
3
i = 0
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dans Pn+4Fn , coˆne qui est birationnel au produit de P
1
Fn
et de l’hypersurface
cubique lisse Xn ⊂ Pn+3Fn de´finie par
x3 + y3 + z3 + aw3 +
n∑
i=1
λit
3
i = 0.
Le corps des fonctions rationnelles de Xn+1 est Fn+1(Xn+1).
On a
∂Z(αn+1) = ±((x+ jy)/(x + y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Z),Z/3).
Par l’hypothe`se de re´currence
((x+ jy)/(x + y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Xn),Z/3)
n’est pas dans l’image de Hn+2(Fn,Z/3). Ceci implique que
((x+ jy)/(x + y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Z)),Z/3)
n’est pas dans l’image de Hn+2(Fn,Z/3). Du diagramme commutatif
∂Z : H
n+3(Fn+1(X),Z/3) → Hn+2(Fn(Z),Z/3)
↑ ↑
∂λn+1=0 : H
n+3(Fn+1,Z/3) → Hn+2(Fn,Z/3)
on conclut que
αn+1 := ((x+ jy)/(x + y), a, λ1, . . . , λn+1) ∈ Hn+3(Fn+1(X),Z/3)
n’est pas dans l’image de Hn+3(Fn+1,Z/3).
Ceci e´tablit (An) pour tout entier n et implique (cf. [34]) que la Fn-varie´te´
Xn n’est pas universellement CH0-triviale et n’est pas re´tractilement ration-
nelle. 
Lemme 7.5. — Soit F un corps. Si une F -varie´te´ X projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe n’est pas universellement CH0-triviale, alors la
F ((t))-varie´te´ X ×F F ((t)) n’est pas universellement CH0-triviale, et donc
n’est pas re´tractilement rationnelle.
De´monstration. — Sur tout corps L contenant F , on dispose de l’application
de spe´cialisation CH0(XL((t)))→ CH0(XL), et cette application est surjective
et respecte le degre´. 
Remarque 7.6. — Il serait inte´ressant de comprendre la ge´ne´ralite´ de la
construction faite dans le the´ore`me 7.4. On utilise une classe de cohomolo-
gie non ramifie´e non constante sur un mode`le birationnel de la fibre spe´ciale
d’une k[[t]]-sche´ma propre a` fibres inte`gres, et on en tire une classe de coho-
mologie non ramifie´e non constante de degre´ un de plus sur la fibre ge´ne´rique
sur k((t)), essentiellement par cup-produit avec la classe d’une uniformisante
de l’anneau k[[t]].
32 J.-L. COLLIOT-THE´LE`NE
On laisse au lecteur le soin d’e´tablir l’analogue suivant du the´ore`me 7.4.
The´ore`me 7.7. — Soient p 6= 3 un nombre premier et k un corps p-adique
dont le corps re´siduel contient les racines cubiques primitives de 1. Soit a ∈ k∗
une unite´ qui n’est pas un cube. Soit π une uniformisante de k. Soient 0 ≤
n ≤ m des entiers. Soit F un corps avec
Q(a)(λ1, . . . , λm) ⊂ F ⊂ k((λ1)) . . . ((λm)).
L’hypersurface cubique Xn de P
n+4
F de´finie par l’e´quation
x3 + y3 + z3 + aw3 + πt3 +
n∑
i=1
λit
3
i = 0,
qui posse`de un point rationnel, n’est pas universellement CH0-triviale et donc
n’est pas re´tractilement rationnelle.
Exemples
En appliquant le the´ore`me 7.4, on trouve Xn ⊂ Pn+3F non re´tractilement
rationnelle avec
k(λ1, . . . , λn) ⊂ F ⊂ k((λ1)) . . . ((λn))
dans les situations suivantes.
(i) Le corps k = F est un corps fini de caracte´ristique diffe´rente de 3 conte-
nant les racines cubiques de 1.
(ii) Le corps k, de caracte´ristique diffe´rente de 3, posse`de une valuation
discre`te, par exemple k est le corps des fonctions d’une varie´te´ complexe de
dimension au moins 1, ou est un corps p-adique, ou est un corps de nombres.
On trouve ainsi des hypersurfaces cubiques lisses non re´tractilement ra-
tionnelles dans Pn
C(x1,...,xm)
, avec un point rationnel, pour tout entier n avec
3 ≤ n ≤ m+ 2.
En appliquant le the´ore`me 7.7, sur un corps k p-adique (p 6= 3) conte-
nant une racine cubique de 1, on trouve des hypersurfaces cubiques lisses non
re´tractilement rationnelles dansPnk(x1,...,xm), avec un point rationnel, pour tout
entier n avec 4 ≤ n ≤ m+ 4.
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